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(Regu le 20 novembre 1967) 
L’un des auteurs a introduit dans [3] la notion de produit ensoriel 
continu d’espaces de Banach, mais il ignorait si l’on pouvait oujours 
dkfinir un produit ensoriel continu hilbertien d’espaces hilbertiens; 
on montre ici qu’un tel produit ensoriel n’existe pas toujours; apres 
quoi on indique des cas oh il existe, en relation avec la thkorie des 
processus aleatoires gCnCralisCs. 
1. RAPPELS DE DEFINITIONS 
Les definitions qui suivent sont empruntees, suivant les cas, 
a [3] ou [4]. Soit T un espace topologique localement compact 
possedant les proprittes suivantes : 
toute composante connexe de T est ouverte t fermCe; 
toute composante connexe compacte est connexe par arcs et 
simplement connexe ; 
le compactifik d’Alexandrov de la reunion des composantes 
connexes non compactes est connexe par arcs et simplement connexe. 
Soit p une mesure positive sur T telle que toute composante connexe 
compacte ait une mesure entiere positive ou nulle; notons 
C, n L1 + 1 l’ensemble des fonctions complexes sur T telles que 
f- 1 GGVQWtL); P our toute fonction t-+ h, [on Ccrit aussi 
(A,)] appartenant a C, n L’ + 1 et ne s’annulant pas, on peut definir 
le “produit continu” 
iii, = exp (J 1% 4 . 44) 
1 Les auteurs tiennent h remercier la D.G.R.S.T. dont l’aide leur a permis de 
rkaliser ce travail. 
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oti la determination delog A, est choisie convenablement (entre autres 
chases la fonction t-+ log A, appartient a C, n Ll); si A, s’annule 
pour au moins un t, on pose IIX, = 0. 
Soient maintenant (HJIsT une famille d’espaces hilbertiens com- 
plexes et d une partie de III-I, verifiant les conditions suivantes: 
(4 si les familles (Xt) et (y,) appartiennent a A, la fonction 
t + (Xt ( yJ appartient B C, n L1 + 1; 
(b) si (x1) Ed et (A,) E C,, n L1 + 1, alors (h,x,) E A ; 
sur l’espace vectoriel K(d) des fonctions complexes ur 4, nulles auf 
pour un nombre fini d’elements, on d&nit une forme sesquilineaire 
hermitienne par 
(f Ig> =c f(x) g(Y) 3%I Y& x.1 
h 
nous dirons que le prohduit ensoriel B3” H, existe si cette forme est 
positive, auquel cas BA H, est defini comme stpare-complete d
l’espace prehilbertien K(d). Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit 
que quelles que soient les familles x1,.. ., x, E A, la matrice 
soit positive. 
2. EXEMPLES air LE PRODUIT TENSORIEL &J~ H, N'EXISTE PAS 
PROPOSITION 1. On suppose que p n’est pas atomique et qu’il existepour 
tout t E T deux vecteurs orthonormks a, et b, de H, de fafon que pour 
toute f E C, n L1, la famille xt des vecteur; (1/2/Z)(e4f(r)at + e-it’“)b,) 
appartienne d A; alors le produit tensoriel 0” H, n’existe pas. 
Remarquons d’abord que l’on a 
h.t I v.t) = cos(fW - f’W 
Soient maintenant , un point de T, de mesure nulle et appartenant 
au support de ,u; U un voisinage ouvert relativement compact de t,; 
et E un nombre > 0; il existe une fonction g continue rtelle sur T 
verifiant 
d&J = --E 
g(t) = 0 pour tET-U 
--B <g(t) < 0 pour tout t; 
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de plus on peut choisir E pour que le nombre 
soit arbitrairement voisin de 1. Soient E’ un nombre > 0 et U’ un 
voisinage ouvert relativement compact de t, de mesure GE’; il existe 
une fonction g’ continue reelle sur T verifiant 
g’(to) = 42 - E, 
g’(t) = 0 pour t E T - U, 
0 d g’(t) < 42 - E pour tout t; 
et on peut choisir E’ (E &ant deja choisi) pour qeu le nombre 01’ =
exp(S log ~0s g’(t) -44) soit arbitrairement voisin de 1. Posons 
fi = 0, f2 = g, f9 = g’; alors II(x,*,~ j x?,,~) est Cgal a 1 pour p = q; 
a c1 pour p = 0, q = 1 ou p = I, q = 0; a LY’ pour p = 0, q = 2 ou 
p=2, q=O; e fi nn8Opourp=l,q=2oup=2,q=lcar 
cos(g(t) - dW) 
est done Cgale a
s’annule pour t = t,; la matrice (II(xt9,, ( ~ ,,~))~,~~~,~,a 
la forme quadratique correspondante prend sur le vecteur (- 1, 1, 1) 
la valeur 3 - 2cu. - 201’, qui est negative si 01 et CX’ sont suffisamment 
voisins de 1, 
COROLLAIRE. On suppose que TV n’est pas atomique; soient K un 
espace hilbertien dedimension 22, a et b deux vecteurs wthonormks de K, 
E = (a + b)/dz; on pose H, = K et on prend pour A l’ensemble des 
applications continues t -+ xt de T dans K telles que la fonction 
th-+ I/ x1 - f jj appartienne ci C, n L1; alors le produit tensoriel 
0” H, n’existe pas. 
I1 suffit d’appliquer laproposition 1 avec a, = a et bf = b. 
3. EXEMPLES air &AH, EXISTE 
Soient G un groupe localement compact d’element neutre 0, 
K( T, G) le groupe des applications T -+ G continues a support 
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compact, f une fonction continue complexe sur G x T nulle sur 
sur (O} x T; soit L la fonction complexe sur K(T, G) definie par 
Le lemme suivant generalise le th. 2 de [2], Chapitre III, 94. 
LEMME 1. Pour que L soit de type positzy, il su@ que pour tout 
sow-ensemble p-intbgrable S de T et tout t E T, la fonction sur 
G : g --t exp(p(S) , f(g, t)) soit de type posh..; cette condition su#isante st 
aussi nkcessaire si on suppose que G = Rn ou T” et que f(g, t) est 
indkpendant de t. 
Premit%e assertion. Soient v1 ,..., q~,,, E K( T, G) ; il existe une famille 
filtrante de mesures f.~~ telle que jf(vj(t), t)* dp,Jt) tende vers 
Jf(vj(t), t) . dp(t) pour tout j = I,..., m et que chaque pu, soit de la 
forme CL p(Tt) . ati , Tl ,-., T, etant des sous-ensembles p-in& 
grables de T; alors L(vj) est limite de nz=, exp(p( TJ * f (cpj(tJ, to) et 
il suffit de demontrer que chaque matrice 
est positive, ce qui est trivial (on rappelle que si r matrices (a,!:;) sont 
positives, la matrices (nT=i a$) est positive). 
DeuxiSme assertion. Supposons G = R”, le cas de Tn s’en deduisant 
immediatement; si # : T -+ G est combinaison lineaire de fonctions 
caracteristiques de sous-ensembles p-inttgrables, f o # l’est aussi et 
on peut considerer L(#) = exp(Jf(#(t)) .dp(t)); et L est encore de 
type positif; done si S est p-intgrable et si g, ,..., g E G, posant 
*1 = g, * xs P..., I/~ = g,, . xs , la matrice ayant pour coefficients 
Wi - AC) = exp(cL(S) .f(gi - A) 
est positive. C.Q.F.D. 
Soient maintenant G un groupe localement compact commutatif, 
r le groupe dual et E un sous-groupe de K (T, r); pour tout t E T 
soit Et un Clement unitaire de L2(G) tel que la transformee de Fourier 
de 1 ft I2 soit de la forme x -+ exp( f(x, t)) oufest une fonction continue 
sur r x T nulle sur (01 x T; posons H, = La(G); pour toute y E E 
notons X* la famille t -+ x,,~ E H, ou 
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prenons pour d l’ensemble des familles t --t X,X,,~ ou y E E et 
(A,) E C, n L1 + 1; on a alors 
h,t I x,,.t ) = exp(f(dt) - v’(t), 9 
et on voit que A vgrifie les deux conditions du $1; de plus le produit 
tensoriel continu 0” H, existe si et seulement si la fonction L definie 
plus haut est de type positif et le lemme 1 donne done des conditions 
pour qu’il en soit ainsi. 
EXEMPLE 1. Prenons G = T’ = R avec la formule de dualite 
(x7 g> = exd--ixd et 
t,(g) = (2 AG ~(t))-l/~ . exp(-g2/40(t)2) 
ou CJ est une fonction continue strictement positive sur T; alors 
x,,,(g) = exp(--igrp(t) - g2/4u(t)2) . (2Ir c~(t))-~/~ 
f(x, t) = -x24q2/2; 
pour tout nombre s > 0 la fonction x ---f exp(sf(x, t)) est de type 
positif, done le produit tensoriel continu existe. 
En fait ce resultat est un cas particulier de [3], proposition 17; en 
effet il existe un isomorphisme F’ deL2(R) sur SC = C @ C @ *** qui 
transforme toute fonction g -+ exp(-2iug - g”) oh a est reel en 
l’element (77/2)lj4 exp(-u2/2) . EXP a [pour tout z EC on note ici 
EXP z l’element (1, z, x2/1/2!,...) de SC; sur cet isomorphisme, voir 
[4] $1.51; soit U, l’automorphisme de L2(R) defini par (U,o)(g) = 
(2u(t))‘F w(2u(t)g) pour toute w E L2(R); alors V o U, transforme 
x,,~ en 2-lj4 exp( --a(t)2q(t)2/2) . EXP(u(t) c+(t)). 
Example 2. Prenons G = Z, r = groupe des nombres complexes 
de module 1 avec la formule de dualite (x, n) = xn et 
4tw = 0 1 
exp( -u(t)/2) .v(tyi2/dZ pour n > 0, 
pour n < 0, 
ou u est une fonction continue strictement positive sur T; alors 
%.t(n) =
i 
exp( --a(t)/2) . am ~(t)“/~/dnT pour n > 0, 
0 pour n < 0, 
Ax9 t) = (x - 1) 4th 
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la fonction x -+ x est de type positif, done aussi x ---t sa(t)x pour tout 
s > 0, puis x -+ exp(sxa(t)) et enfin x -+ exp(sf(x, t)); done le produit 
tensoriel continu existe. 
En fait ce resultat est aussi un cas particulier de [3], proposition 17, 
car la definition e fait intervenir que L2(N), c’est-a-dire encore SC, 
et x+,~ s’identifie a exp(-a(t)/2) .EXP(a(t)li2 q(t)). 
Remarque. Prenons pour T un ouvert convenable d’un espace R”, 
pour p la mesure de Lebesgue, pour G et r la droite reelle, pour E 
I’espace B(T) et supposons L de type positif; alors, d’apres le theoreme 
de Bochner-Minlos (cf. par exemple [I]), L est transformee de Fourier 
d’une mesure positive normee v sur E’ ; si pour 9 E E on note $? la 
fonction w + (w, y> sur E’, on a 
(p+@3) = L(p, - 9’) = (exp(i+) 1exp($‘)); 
h 
il en resulte un isomorphisme de @’ H, sur L2(E’, v) transformant 
chaque Clement @ xpSt en exp(i+). D’autre part pour tout t E T notons 
L, la fonction dettype positif sur r : x --f exp(f(x, t)) et vt la mesure 
positive normee sur G qui lui correspond par le theoreme de Bochner 
classique; si on veut bien considerer que E et E’ sont “produits 
continus” des espaces rr = r et G, = G repectivement, on pourra 
dire que L est le “produit tensoriel continu” des L, et v le “produit 
continu” des vt entendant par la que pour F E E on a 
= l? exp(f(v(t), t)) = lk(dt)) 
et 
v(exp(@)) = L(v) = f&F(t)) = i;d&)) 
en notant, pour tout x E r, 2 la fonction g -+ (x, g> sur G et en 
consideranfi exp(i$) comme le “produit tensoriel continu” des 
fonctions p(t), ce qui est justifie par le calcul formel suivant: pour 
DEE’: 
= fi exp(z+(t) D(t)) = fi(q(t), o(t)>; 
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on arrive done & la relation formelle (tout au moins si vt est kquivalente 
2 la mesure de Lebesgue): 
L2 (nG, ,@ vt) -&L2(Gt, Q). 
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